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 3-1  正弦波（cos、sin）がフーリエ解析の基本

正弦波（cos、sin）はフーリエ解析の中心となる関数である。そこで、

まず、cosとsinの定義と性質を確認しておこう。��

三角関数cosi、 siniで表される波を正弦波（サインカーブ）といった。

この正弦波の重ね合わせで関数の性質を解明するのがフーリエ解析であ

る。そこで、ここでは、高校で学んだ三角関数cosi、 siniの復習をして

おこう。まずは、「三角関数の定義」の復習から始めよう。 

まずは直角三角形の辺の長さの比でcosi、siniを定義

右図は、直角三角形の直角では

ない一つの角の大きさ iに対し

て、辺の名前と辺の長さを表した

ものである。直角三角形の「斜

辺」は一番長い辺のことだが、対

辺、隣辺は着目した角によって変

化する。図はあくまでもiを基準

とした場合である。

このとき、 iに対して辺の長さの比を対応させる次の関数 cos i^ h、

sin i^ hを考える。

cos
斜辺の長さ
隣辺の長さ

i =^ h 、 sin
斜辺の長さ
の長さ対辺

i =^ h

つまり、cos
c

b
i =^ h  、 sin c

a
i =^ h  

ここで、（ ）は関数記号 f^ hの（　）だが、煩わしいので省略して次の

ように書くことにする。 

cos
c

b
i= 、 sin

c

a
i=

（注） cosi、 siniは角の大きさiに三角形の辺の長さの比の値を対応させるの
で三角比と呼ばれている。

 単位円で定義

直角三角形を用いて定義された cosi、 siniでは、 0 90c c1 1i という

制約が生じる。しかし、角度は一般に、この範囲に収まるものではない。

鈍角三角形では一つの角が 90°を越えている。また、回転運動などを考え

ると、iが 360°より大きな角や負の角（逆回り）もある。したがって、

このような角に対してもcosi、 siniを使えるようにしなければ利用範囲

が狭まってしまう。

そこで、最終的には直角三角形を離れて、座標平面と単位円（原点中心

で半径 1の円）を利用して　　　、　　　を定義することになる。

上図のように、iが与えられたら、まず、単位円周上の ,1 0^ hを起点と

した点 Pが原点中心にiだけ回転すれば、動く半径（動径）の位置 OPが

決まる。ここで、iが正ならば単位円周上を原点中心に左回り（正の向

き）に回転し、iが負ならば右回り（負の向き）に回転することにする。

cosi sin i

始線cosi

P(cosi, sini)
sini

1
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そこで、このとき、点 Pの x座標を　　　の値、y座標を       の値と

定義する。これでiがどんな角でもcosi、siniの値が決まる。このcosi、

siniを三角関数と呼ぶことにする。
（注） iが鋭角の場合には cosi、 siniは直角三角形を用いて定義したのだが、
単位円による定義は、これも含んでいる。

 三角関数のグラフ

回転角 iを横軸に、関数値を縦軸にとると、 cosi、siniのグラフは

各々次のようになる。

cos i sini

cos sin 12 2i i+ =

iがどんな角でも cos sin 12 2i i+ =
 が成立する。この関係は直角三角

形で定義された場合はピタゴラスの定理から導かれる。また、単位円で定

義された場合は、単位円の方程式が x y 12 2+ = （これも、結局はピタゴ

ラスの定理による）から導かれる。
（注） sin 2iは sin 2i^ h の意味である。他も同様。

使ってみよう

sin
2

1
i= のときcosiの値を求めてみよう。

cos sin 12 2i i+ =
 
より　cos sin1 1

4

1

4

32 2i i= - = - =

ゆえに、 cos
3

2
!i=

弧度法を使う

小・中学校では、角度を測るのに度数法を使っ

ていた。これは、1回転を 360°、直角を 90°とす

る測り方である。高校の数学からは弧
こ

度
ど

法
ほう

が主に

使われるようになる。微分・積分の表現が簡単に

なるからである。弧度法は扇形の弧の長さが半径

に等しいときの中心角を 1弧度（ラジアン）とす

る測り方である。弧度法の場合、単位（ラジア

ン）は、通常、省略される。なお、度数法と弧度

法の換算式は次の式を使うと便利である。

180c r= ラジアン（rは円周率で3.14159……）

（例） 60c r= /  3ラジアン、 30c r= /  6ラジアン

 45c r= /  4ラジアン 、 360 2c r= ラジアン

1

1

-1

-1

O

O

cosi

cos i
の
グ
ラ
フ

siniのグラフ

P(cosi, sini)
sini

i

i

i

i

i

縦と見るか、横と
見るかの違いか‼

90°

1ラジアン
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級数展開という。

　 （注） 無限の和を「級数」という。なお、関数 f t^ hによっては有限の和になるこ
とがある。たとえば、高校数学で学んだ半角の公式 sin cos

t
t

2 2

1

2

12 = -  はフー
リエ級数展開であるが有限の和である。

しかし、それにしてもこのフーリエ級数の公式はわかりにくい。そこ

で、 f t^ hの具体例をもとに、まずは、フーリエ級数展開の公式①、②、

③、④を使ってみることにしよう。

〔例〕 f t t a t a2 E E= -^ ^h hをフーリエ級数展開した式を前ページの公式

①②③④を利用して求めてみよう。

まずは、フーリエ係数を②③④の

f t^ hに t 2を、 T

2
に aを、つまり、 

Tに 2aを代入して計算してみると

次のようになる。

②より　 a
a

a
t dt

2

1

3a

a

0
2

2

= =
-

# 　…… ⑤

③より　 cos
n

a
a

a
t

a

n t
dt

2

2

2

2 4 1 n

n
a

a
2

2 2

2

r

r
= =

-

-

^ h# 　……⑥

④より　 sinb
a

t
a

n t
dt

2

2

2

2
0n

a

a
2 r

= =
-

# 　……⑦　　　（奇関数の積分）

　 （注）この計算は少し複雑なので、その詳細は次ページの <計算 Note>に掲載
した。ただし、複雑なだけで高校の範囲内である。

⑤ ⑥ ⑦と①より　 f t t a t a2 E E= -^ ^h hは次のように書ける。

 5-1 フーリエ級数ってどんなもの？

有限区間で定義された関数　　�や、周期関数�　　を正弦波（cos、
sin）�の和で表す公式がある。まずは有限区間の場合を紹介しよう。�

なんだか難しそうに思えるが、高校で学ぶ基本的な三角関数と初歩的な

積分しか使っていない。

関数 f t^ hは区間 T
t

T

2 2
E E- で定義されているとする。このとき、

f t^ hは次のように級数展開できる。

cos sin cos sin

cos sin

cos sin

f t a a
T

t
b

T

t
a

T

t
b

T

t

a
T

t
b

T

t

a
T

n t
b

T

n t

2 2 4 4

6 6

2 2
n n

0 1 1 2 2

3 3 g

g

r r r r

r r

r r

= + + + +

+ + +

+ + +

^ d d

d

d

h n n

n

n ……①

a
T

f t dt
1

T

T

0

2

2

=
-

^ h# 　……②

cosa
T

f t
T

n t
dt

2 2
n

T

T

2

2 r
=

-

^ h# 　……③

sinb
T

f t
T

n t
dt

2 2
n

T

T

2

2 r
=

-

^ h# 　……④

　　ただし、nは自然数とする。

上記の①式をフーリエ級数といい、

, , , , , , , , , , ,a a a a a b b b bn n0 1 2 3 1 2 3g g g 

をフーリエ係数、関数 f t^ hを①のように表すことを関数 f t^ hのフーリエ

f t^ h f t^ h

tO

y

y=f ^th

T
2

- T
2

y t2= y

-a a

t

O
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ここで、 cost
a

n t
dt

a
2

0

r# を部分積分法を使って計算すると

sin sin

cos

sin

t
n

a
a

n t

t
n

a
a

n t

dt

n

a

t
a

n t
dt

t
a

n t
dt

2

2

a

aa

a

2

0 0

2

0

0

r

r

r

r

r

r

r

= -

=-

> H ##

#

 

ここで、 sint
a

n t
dt

a

0

r# を上記のように部分積分法を使って計算す

ると

cos cos

sin

sin t
n

a
a

n t

n

a
a

n t

dt

n

a

n

a

n

a
a

n t

n

a

t
a

n t
dt

1

1

a

a

n

a

n

a

0 0

2

0

2

0 r

r

r

r

r r r

r

r

r
=

-

-

-

- -

=
- -

= +
^

^

h

h

>
>

H
H

##

ゆえに、

cosa
a

t
a

n t
dt

a n

a

n

a

n

a

2 2 2 1

4 1

n

a n

n

2

0

2

2 2

2

r

r r

r

= = -
- -

=
-

d
^

^

n
h

h

#

 ……⑥

（3）④より、 sint
a

n t2 r が奇関数であることを考慮して

sin sinb
a

t
a

n t
dt

a
t

a

n t
dt

2

2

2

2 1
0n

a

a

a

a
2 2r r

= = =
- -

# # 　……⑦

以上、（1）（2）（3）の積分計算をすることによりフーリエ係数⑤⑥

⑦を求めることができる。しかし、一般に積分計算は大変である。ま

た、困難なときもある。このようなときにはコンピュータを使った

「数値積分」を利用することになる。

部分積分法 u v uv uv
p

q

p
q

p

q

= -l l6 @# # を利用

cos sin cos sin

cos sin

cos sin

cos

cos cos cos

t
a

t

a

t

a

t

a

t

a

a

t

a

t

n

a

a

n t

a

n t

a a

a

t a

t

a

t

n

a

n t

a a a

2

2

2

2

2

4
0

2

4

4
3 2

6
0

2

6

4
1

2

2
0

2

2

3 2

2

3

3
1

3
4

1
0 4

2

n

n

2

2 2

2

2 2

2

2

2

2

2 2 2

2

2 2

2

2 2

2

　

#

g

g

g g

r r r r

r

r r

r

r r

r

r

r r r

r r
= + + + +

+ - + +

+
-

+ +

- + - + +

-

+

-

4= +

d d

d

^
d

^
f

n n

n

h
n

h
p

� ……⑧

しかし、⑧式を見ただけではフー

リエ級数展開が正しいかどうかよく

わからない。そこで、a=1として、

⑧式の最初の 100項までのグラフを

t1 1E E の範囲で青で描いたみた

（右図）。前ページに黒で描いておいた f t t 2=^ h のグラフとほぼ重なるこ

とがわかる。

計算計算  ⑤⑥⑦の積分計算の詳細

（1） ②より a
a

t dt
a

t dt
a

t a

2

1

2

1
2

1

3 3a

a a a

0
2 2

0

3

0

2

# #= = = =
-

< F# # 　……⑤

（2）③よりanを求めるのだが計算が少し複雑なので 3段階に分ける。

cos cos

cost
a

n t
dt

a
a

t
a

n t
dt

a
t

a

n t
dt

a

2

2

2

2 1
2

2

n
a

a a

a

2 2

0

0

2

# #

r

r r
= =

=

-

# #

#

y t2=

y

1-1

t

O

t 2が偶関数であることを考慮

cost
a

n t2 r が偶関数であることを考慮


